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ΟΙ ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΘΕΜΑΤΩΝ 
 

ΘΕΜΑ Α 

Α1)  α) Ορισμός σχολικό βιβλίο σελίδα 15 

        β) i) Ορισμός σχολικό βιβλίο σελίδα 35 

            ii)  Ορισμός σχολικό βιβλίο σελίδα 36 

Α2) Διατύπωση θεωρήματος σχολικό βιβλίο σελίδα 142 

Α3) Απόδειξη θεωρήματος σχολικό βιβλίο σελίδα 135 

Α4) α) Λάθος  

Η συνάρτηση f(x)= 
       
        

   αν και f’(x)=0 για κάθε x ∊              

δεν είναι σταθερή στο               

β) Λάθος 

Έστω η συνάρτηση f(x)  
       
            

   

Παρατηρούμε ότι     
   

         
   

                

Α5) Σωστή απάντηση το γ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1) Επειδή η f έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο    την ευθεία y=2 ισχύει 
    
    

           
    

                    

Γιατί     
    

                 
    

      

 

Β2) Έστω η συνάρτηση h(x)                στο [2,3]. 

Η h είναι συνεχής στο [2,3] ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και 

παραγωγίσιμη στο [2,3] με h’(x)          για κάθε x ∊ [2,3]  ρα η h 
είναι γνησίως φθίνουσα  ρα και  -1. 
h(2)               

h(3)               
 

  
   

    

  
   

Άρα h(2)∙h(3)   οπότε από Θ. Bolzano  η εξίσωση h(x)=0 δηλαδή η f(x)-x=0  

έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (2,3) και επειδή η h είναι 1-1 είναι και 

μοναδική. 

 

Β3) f’(x)        για κάθε x ∊  άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο   

 ρα και  -   ρα αντιστρέφεται. 
                                                  

                    
Άρα                  ∊        
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Β4      
    

           
    

               
    

          

        Θέτω u=    
   Αν x         

Άρα η ευθεία x=2 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της      

 
 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1) Η f είναι παραγωγίσιμη στο   άρα είναι παραγωγίσιμη στο      άρα 
    
    

         
    

          

    
    

         
    

         α  

    
    

         
    

               

f(1)=1+α 

άρα 1+α=1+β  α=β (1) 

Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη στο      ισχύει  

    
    

         

   
     

    

         

   
 

    
    

         

   
     

    

           

   
     

    

           

   

 

 
 
   

    
    

      

 
      

 

    
    

         

   
     

    

        

   
     

    

    

   
     

    

          

   
     

    
       

Άρα β+1=2     άρα και α=1 
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Γ2) Είναι f(x)  
          

            
  

Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο R με f’(x)  
         

         
  

Για x   είναι 2x     άρα f γνησίως αύξουσα  στο [1,+   

Για x   είναι            άρα f γνησίως αύξουσα στο (      

Και επειδή η f είναι συνεχής στο      είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το 

R. 
    
    

         
    

                  

    
    

         
    

         

Άρα f(A)      
    

         
    

               . 

 

Γ3) i) Η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο           οπότε 

f(         
    

               
 

 
  

Το 0 ∊ f(    άρα η εξίσωση f(x)=0 έχει αρνητική ρίζα    η οποία είναι και 

μοναδική αφού η f είναι γνησίως αύξουσα στο R. 

ii) Για x ∊ (       έχω :                                

x    

            
                             

f(x)                            

άρα πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη έχουμε f(x)(f(x)       άρα η 

εξίσωση                είναι αδύνατη στο (      . 

 

Γ4) Για x   έχουμε 

Ε=
 

 
         

 

 
          

 

 
        

 

 
       

Το εμβαδόν συναρτήσει του χρόνου είναι  

Ε(t)=
 

 
             

Ε’(t) 
 

 
                    

Για t     είναι x(      και          άρα 

Ε’     
 

 
         

             
 

 
             

   

   
. 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1) Έχουμε f(1)=1 και f’(1)= 1 

f(1)   α      (1) 

f’(x)=            
    

       
         

f’(x)=             
       

       
   

f’(1)        
       

     
          και α          

 



 
ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2019 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ (ΓΕΛ) 
 

Δ2) Ε=              
 

 
              

 

 
    

                            
 

 
                       

 

 
dx 

Για κάθε x ∊[1,2]                     

Άρα Ε=                   
 

 
 

Θέτω                           

Όταν x                          

Άρα   
 

 
       

 

 
         
 

 

 

 

 

 
       

  
 

 
  

 

 
   

 

 
            

 

 

12 12=  2−12  τ.μ. 

 

Δ3) i) Έχουμε ότι f’(x)              
       

       
   

Οπότε: 

f’(x)                
       

       
       

             
       

        
   που ισχύει γιατί 

 

                                                και  
       

        
    

ii) Η f συνεχής στο [λ,λ+
 

 
] και παραγωγίσιμη στο (λ,λ+

 

 
 . 

Από Θ.Μ.Τ. υπάρχει ξ ∊(λ,λ+
 

 
  τέτοιο ώστε: f’(ξ) 

    
 

 
      

  
 

 
  

 
    

 

 
      

 

 

 

Έχουμε όμως f’(ξ)     
    

 

 
      

 

 

        
 

 
        

 

 
 

    
 

 
       

 

 
     

 

 
                       

 

 
 

   
 

 
                     

 

 
 

 

Δ4) Έστω Α(           και Β(          τα σημεία επαφής των       με τις 

εφαπτομένες τους αντίστοιχα 

Η εξίσωση της εφαπτομένης της    στο Α(          είναι: 

(                                                   

Η εξίσωση της εφαπτομένης της    στο Β(          είναι: 

(                                                  

Η        δέχονται κοινή εφαπτομένη αν και μόνο αν: 

 
             

                             

   
           

   

                             

   

 

f’(       και     
       

άρα f’(       και     
        f’(       και      
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f’(                     
        

         
      

 

              
        

         
     

               
        

         
  

       

Για τις τιμές      και       έχουμε : 

                                                    
Άρα την επαληθεύει. 

Άρα οι τιμές      και      είναι δεκτές αφού επαληθεύουν όλες τις 

σχέσεις και άρα η κοινή εφαπτομένη είναι: 

y                                      

 Οι τιμές των και      και      είναι μοναδικές και άρα η κοινή 

εφαπτομένη είναι μοναδική. 

 

 

 

 

Γιάννης Γυφτόπουλος 

Μαθηματικός 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


